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1 Introduction

L’année derniere, le groupe s’était concentré sur I'obtention d’un résultat d’existence et unicité d’une

solution (u, p) € HY ()N x LE(Q) pour Q un H'-domaine d’extension :

—Au+Vp=f

_ (1)
V-u=0.

Ce résultat ayant été établi au terme des 6 premiers mois de projet, nous nous sommes concentrés cette
année sur la généralisation de résultats déja existants dans le cadre des domaines réguliers, autour du
theme des opérateurs de trace tangentielle. La définition de ce type d’opérateur intervient dans les
formulations variationnelles associées aux problemes de Navier-Stokes, mais aussi aux équations de
Maxwell. Une des difficultés principales concerne le fait qu'on ne travaille plus sur 'espace H'(Q),
mais sur des espaces fonctionnels beaucoup plus grands et moins connus, H(div,2) et H(curl, ).
L’essentiel des themes abordés durant ce semestre est déja connu dans le cadre des domaines lips-
chitziens, et a été traité par exemple dans [5].



2 Résultats préliminaires

Définition 2.1. On pose D(Q) := {u|q | u € DRN)}.

~ ————H'(Q
Définition 2.2. Soit Q un ouvert de RN. On pose HY(Q) := H*(Q) N D(Q) ( ).

On introduit dans cette partie un objet appelé capacité, qui est en fait une mesure extérieure sur
RY. L’idée derriere cette définition est que certains ensembles critiques dans les problémes d’analyse
fonctionnelle sont ”invisibles” pour la mesure de Lebesgue N-dimensionnelle ; typiquement, la frontiere
du domaine 2. La capacité permet de donner une taille non nulle & ce type d’ensembles, de fagon
intrinséquement liée & la structure de I'espace H' ().

Définition 2.3 (Capacité). Soit A C RY. On définit Cap(A) := inf{||quLIl(RN) | u e HY(RN) tel qu'il
existe O C RY ouvert avec u>1 X —p.p sur O et A C O}.

On dira qu’une propriéte est vérifiée pour H'(R™)-quasi-tout = € R¥ si elle est vraie en dehors d’un
ensemble de capacité nulle.

Lemme 2.1. Soient A et B deuz sous ensembles de RY tels que A C B. Alors Cap(A) < Cap(B).

‘ Proof. Voir [2], 1.8 (Cap est une mesure extérieure). O

Lemme 2.2. Soit A un borélien de RY. Alors A(A) < Cap(A).

‘ Proof. Voir 1.8 de [2]. O

Lemme 2.3. Soit Q un domaine d’extension borné. Alors H'(2) = H(1).

‘ Proof. Voir définition 1.2 de [1]. O

Lemme 2.4. Soit u € HY(RY). On définit :
1
u(z) := lim 7/ u(y) AM(dy). 2
() == lim B oo (y) A(dy) (2)

Alors la limite définie par (2) existe pour H*(RN)-quasi-tout * € RY. De plus, @ est H*(RY)-quasi-
continue et égale a u A-presque-partout.

Ce lemme permet donc d’obtenir pour tout u € H(RY) I'existence d’un représentant de u qui soit
quasi-continu. L’intérét de ce résultat est qu’il permet d’obtenir une caractérisation des éléments de
Hy(Q).

Proof. Le fait que I'on se place sur H'(RY) avec N = 2 ou N = 3 permet d’obtenir I'inégalité
suivante : 1 < % D’apres la partie 2 de [7], cette hypothése permet d’obtenir le résultat. O

Théoréme 2.1. Soit Q un domaine de RN. On a :

H(Q) = {uec H'(RY) | a(z) = 0 pour quasi — tout x € RN \ Q}.

Proof. Voir la proposition 2.4 de [1]. O

Le théoréme suivant contient toute la difficulté de la généralisation de la preuve du théoreme 3.1, qui
sera démontré dans la partie 3.

Théoréme 2.2. Soit Q un domaine d’extension borné de RN, de frontiére T', et u € H (). On note
Zu lextension par 0 de u en dehors de Q. Si Zu € HY(RY), alors u € H} ().



Preuve. Soit z € RN \ . Alors pour r suffisamment petit on a B(z,r) NQ =0, donc Zu est nulle
sur B(z,7). On en déduit que Zu(z) = 0 pour tout x € RV \ .

Supposons qu’il existe A C RN \ © de capacité strictement positive tel que Zu soit non nulle
sur tout A. On a vu que Zu est nulle sur RV \ ©, donc on a nécessairement A C I'. Puisque Zu
est H'(RY)-quasi-continue, il existe G ouvert de RY tel que Cap(G) < C“’;(A) et Zu soit continue
sur RY \ G. D’apres le lemme 2.1, on en déduit qu'il existe z € A tel que ¢ G. On a x € T’ donc

r € RN\ Q. Donc il existe une suite (z,,) C (RY \ Q) qui converge vers z. D’autre part, G est
ouvert, et # ¢ G, donc & partir d’un certain rang ng les termes de (z,,) sont dans (R \ Q)N (RV\ G).
Or on a pour tout n > ng I'égalité Zu(xn) = 0 puisque z,, € RV \ Q, donc Zu(xn) — 0. Mais cela
contredit la caractérisation séquentielle de la continuité de Zu sur (RN \ G), puisque par hypothése
on avait 2 € A donc Zu(zx) # 0.

On sait donc que Zu est nulle H LRN)-quasiment-partout sur R \ Q. D’apres le théoreme 2.1, ceci
implique que (Zu)|o = u € Hj(R). O

Le lemme technique suivant a été utilisé dans 'une des approches pour tenter de conclure quant a la
densité des fonctions C'*° jusqu’au bord du domaine, en partie 4.

Lemme 2.5. Soit Q un domaine borné de R3, et © un sous domaine de Q. On pose H := {Zu | u €
Hy(curl,®)}. Alors :

(i) L’espace H est un sous espace de H(curl, ).

(ii) Pour toute f € H, on a curl(f) = Zcurl(u), ot u est une fonction dans Hy(curl, ©) telle que
f=Z2u.

(iii) L’espace H est inclus dans Ho(curl, ).

(iv) L’espace H est fermé.

Preuve. (i) Soit u € Hy(curl,©). 1l est clair que Zu est dans L*(Q)3. On montre maintenant
que la distribution curl(Zu) se représente également comme un élément de L?(Q)3. Soit

¢ € D(Q)3. Par définition :
(curl(Zu), ¢p) = / Zu - curl(¢) dx
Q
(curl(Zu), @) :/ u - curl(¢) dx
e

(curl(Zu), @) :/ curl(u) - ¢ dz

(curl(Zu), /Zcurl ) - ¢pdu. (3)

Donc on a bien curl(Zu) = Zcurl(u) € L?(Q)3. On en déduit H C H(curl,), et puisque
Z est linéaire, on en déduit que H est bien un sous espace de H(curl, Q).

(ii) Cela se déduit directement de la ligne (3) de la preuve de (i).

(iii) Soit f € Ho(curl,®). Il existe donc une suite (f,) C D(O)3 qui converge vers f en norme
H(curl,®). Soit n € N ; Puisque f,, est une fonction de classe C*° a support compact dans O,
Z f,, est clairement dans D(2). De plus, puisque les intégrales sont nulles en dehors de ©, on a
||fozfn||H(curl,Q) = ||f - fn”H(curl,@) m 0 par hypothese. Donc Zf € HO(Curlv Q)

(iv) L’opérateur Z : Ho(curl,®) — H(curl,Q) est linéaire. D’autre part, grace au point (ii), on
voit que pour toute f € Ho(curl,©), on a || f|lx(curt,0) = |2l H(curt,0), donc Z est une




isométrie ; en particulier Z est continue et injective, et on a

|Zfll(curt,0) = | fllH(curt0), ¥ f € Ho(curl, ©).

D’apres le chapitre 2 de [8], cela permet d’assurer que I'image de Z, c’est & dire H, est un
fermé de H(curl, ().
O

Définition 2.4. Soit Q un sous-ensemble de RN . On dit que Q est strictement étoilé par rapport &
zo € Q si pour tout 6 € (0,1), 0(Q — x9) C (2 — x0).

Théoréme 2.3. On a H(curl,R3) = Hy(curl,R?).

Preuve. Soit ¢ € C(R3) telle que :

o) = {1 for [|z]| < 1

0 for ||z|| > 2

Et on définit ¢q(z) = #(£). On a alors, pour toute f € H(curl,R?), ¢, f 47 f dans H(curl, R?).
En régularisant ¢, f, on obtient que f est limite d'une suite de fonctions de D(R3)3 dans H (curl, R? ),
d’ou le résultat.

C’est dans ce théoréme 2.3 que réside toute la difficulté de la généralisation des résultats de [5] sur
lespace H(curl,$?). Plusieurs approches sont proposées pour le démontrer, mais aucune n’aboutit.
Cependant, il est clair que le résultat n’est pas loin. La conclusion de cette démonstration sera 1'un
des objectifs principaux du groupe au second semestre.

Théoréme 2.4 (Conjecture). Soit Q un domaine borné de R?, de frontiére T, et f € H(curl;Q). On
suppose que pour toute ¢ € D(Q)3, on a :

/ fecurl(¢)de — / curl(f) - ¢de =0.
Q Q

Alors f € Ho(curl; Q).

Preuve. O

Approche 1. On définit I'opérateur bilinéaire B :

H(curl,Q) x D(Q)? — R
(f, o) — [o f - curl(¢)dz — [, curl(f) - ¢ dx

Soit f qui vérifie B(f,¢) = 0 pour toute ¢ € D(Q)3. Soit (2,) une suite de sous domaines lis-
chitziens de 2, qui converge vers {2 au sens des compact (voir définition 2.2.21 de [6]). On définit
pour tout n espace Hy, := {Zu | u € Ho(curl,Q,)}, o Zu est 'extension par zéro sur u sur §.
D’apres le lemme 2.5, on sait que H,, est un sous espace fermé de Hy(curl, 2). On note 7, la projec-
tion orthogonale sur H,, et on définit f,, = 7,(f). On a donc f = f,, + 7, avec r,, = f — f,, € H;-.
On note {u, v} le produit scalaire de H(curl,(2). Soit 1 € D(Q)>. Puisque (£2,) converge vers
au sens des compacts, on sait qu’il existe ng € N tel que le support de 1 soit contenu strictement
dans Q,, pour tout n > ng. On a alors, pour tout n > ng, ¥ € H,, donc {r,,} =0, car r,, € H.-.

B:

On a pour tout n, ||fullgcurt,0) < | FllH(curt, Q)- Puisque H(curl,Q) est un espace de Hilbert,
on en déduit qu’il existe une sous suite (f,, ) qui converge faiblement vers g. Puisque r, = f — f,,
on a aussi r,, — r = f—g. Soit ¢ € D(Q)3 ; on a vu qu’a partir d'un certain rang on a {r,, 1} = 0.
Donc en passant a la limite faible on obtient {r,1} = 0 : ceci étant vrai pour tout 1 € D(Q)3, on
obtient

r € Hy(curl,Q)*. (4)




Soit ¢ € D(Q)? :
B(.fad)) :0<:>B<fn7¢)+B(Tn7¢) =0.

Or B(fn,®) = Jo fn-curl(@)de — [, curl(f,)  ¢dx. Puisque f, € H,, on sait que f"’Qn €
Hy(curl, Q). Or Q, est lipschitzien donc d’apres les résultats de [5], on en déduit que B(f,, ¢) = 0.
Il reste donc que

Vn € N,V € D(Q)3, B(r,, ¢) = 0. (5)

En passant a la limite (B est continue pour la norme donc aussi pour la topologie faible Jon obtient
aussi Voo € D(Q)3, B(r,¢) = 0. On peut donc prolonger r par 0 & un domaine lipschitzien IT
contenant 2 , et on aura Zr € H(curl,II).

O

Approche 2. Soit (£2,,) une suite d’ouverts lipschitziens qui approche 2 par l'extérieur (voir [4]).
Vn € N, on note Z, f 'extension par 0 de f a €2,. Soit n € N : 'hypothese du théoreme permet de
justifier que Z, f € H(curl,,) (voir [5]). Puisque ©,, est lipschitzien, on sait d’aprés les résultats
(n)
k)

existants que Z,, f € Hy(curl,2,). On sait donc qu’il existe une suite ( ren de fonctions dans

D(Q,)? qui converge vers Z, f dans H(curl,Q,).

On aurait également besoin d’une suite exhaustive de compacts (K;); de Q, et d’une suite de
fonctions plateau (n;); associée a (K;); ; n; = 1 sur K et et n; = 0 sur 2\ K;41. On poserait main-
tenant pour tout n,k € N, 1, = nn(bsln)b. On a d)%m € D(y,) et le support de n, est K41 C Q
donc v, € D(Q). On montrerait enfin que 4, converge vers f dans H(curl, ().

Cependant, avec cette approche, curl(niy) risque de ne pas étre intégrable a cause de la diver-
gence de Vn et de la formule : curl(ny) = Vn x ¥ + neurl(y). O

3 Densité de D(Q)" dans H(div; )

Ici on démontre la densité des fonctions de classe C*° jusqu’au bord du domaine dans H (div,2). Une
fois cette étape passée, on pourra définir I'opérateur de trace normale sur tout lespace H(div,{2) en
prolongeant par continuité.

Définition 3.1. Pour Q un domaine de RY, on pose : H(div;Q) = {v € L2(Q)V, div(v) € L*(Q)}.
Cet espace est un espace de Hilbert pour la norme suivante : ||v\|§l(dm Q) = Hv||%2(Q)N + ||div(v)||%2(9).

On rappelle que pour v € L2(Q)%, la distribution div(v) est définie par :

Vo € D(), (div(v),d) = —/QU - grad(¢) dx.

Lemme 3.1. Soit X un espace de Banach et A C X.
A est dense dans X <= Tout élément de X' qui s’annule sur A s’annule sur X.

Preuve. Le sens direct découle de la continuité des éléments de X'.

On procede par contraposition pour le sens réciproque.

Si A n’est pas dense dans X, alors il existe 29 € X et € > 0 tels que Va € A, ||zg — al| > e
On pose alors :

fla) = {O si z & Beja(zo)

€/2 = |lx —xol| six € Beja(wo)

f est bien définie de X dans R, nulle sur A, non nulle sur X et clairement continue.

Théoréme 3.1. Soit Q un domaine d’extension borné de RN. D(Q)N est dense dans H(div, Q)



Preuve. Soit f € H(div,Q)". D’apres [1], H(div, Q) est un espace de Hilbert. On peut donc appliquer
le théoreme de Riesz et fixer | € H(div, Q) tel que:

N
Vu € H(div,Q), (f,u) = > (I, wi)p2() + (Inr1, div(w)) 12 (q)

=1

avec Iyy1 = div(l). Supposons que f s’annule sur D(Q)" et notons ZI; 'extension par zéro de I;
sur RY. On en déduit :

V¢ € DRMN, (21, 8) pr(div,pn) = / (Zl- ¢+ Ziyj1divg)dx = 0.
RN

Cette derniere équation équivaut & dire que dans (D(RY)V)', on a ZI = grad(Zlx,1). D’apres le
lemme de du Bois-Reymond, on en déduit que ZI = grad(Zly1) dans L2(RN)Y. Donc Ziy41 €
HY(RYM) : d’apres le théoréme 2.2, on en déduit que Iy11 € HE(Q). On peut done trouver une suite
(¢) C D(2) qui converge vers Iy41 dans H'(§2). Par continuité de l'opérateur grad sur H}(€2),
on sait que la suite (grad(y,)) converge vers grad(ln41) =1 dans H'(Q2). Soit u € H(div; Q) ; par
définition de la distribution div(u), on a :

Vi e N, / grad(y,)uds + / Yudiv(u)de = 0.
Q Q

On passe & la limite par continuité du produit scalaire L* dans H'(€2), et on obtient (f,u) g (aiv:0) =
0. On en déduit que f est nulle sur H(div; Q) entier, et donc que D(Q)" est dense dans cet espace
par le lemme 3.1. O

4 Densité de D(Q)Y dans H(curl;Q)

Ici on propose plusieurs approches poiur tenter d’aboutir a la densité des fonctions de classe C*°
jusqu’au bord du domaine dans H(curl,2). L’idée est qu'une fois cette étape passée, on pourra
définir 'opérateur de trace tangentielle sur tout l'espace H(curl, ) en prolongeant par continuité.

Définition 4.1. Pour N = 2 ou 3, curl se définit ainsi :

Pour ¢ € L2(Q), curl(¢) = [(z,y) — (22 ,g%)]

oy’
Pour ¢ & ()2, curl(9) = [(x,y) = G2 = 5]
Pour ¢ € LX(Q)°, curl(¢) = [(w,y,2) — (% — 52, G5 — % 502 G0u)]

Définition 4.2. Ici, N = 3, et on adapte si N = 2.
Pour Q un domaine de RN, on pose : H(curl;Q) = {v & L2(Q)N, curl(v) € L2(Q)N}. Cet espace est
un espace de Hilbert pour la norme suivante : ||v||§{(curl Q) = ||v||%2(Q)N + ||curl(v)|\2Lg(Q),

Lemme 4.1. ?? Soit Q un domaine borné. Alors l'ensemble des fonctions de H(curl, Q) a support
compact est dense dans H(curl, Q).

‘ Proof. Voir lemme 2.3 page 33 de [5]. O

Lemme 4.2. Soit Q un domaine d’extension borné de RY. L’opérateur curl est linéaire continu sur
H(curl,Q).

Proof. La linéarité est immédiate.
Par ailleurs :




Vo € H(curl,Q), [[curl(9)|L2) < [10ll2(@) + llewrl(9)l| 2 @) = [0l mcurt0)- O

Théoréme 4.1 (Conjecture). Soit Q un domaine d’extension borné de RY. D(Q) est dense dans
H(curl, ).

Tentative de prewve. On fixe f € H(curl, Q)" et | € H(curl, Q) tels que:

N
Vu € H(curl,Q),  (f,u) = (l,u) g(curl,0) = Z<liaui>L2(Q) + (In+1, curl(u)) p2 oy~

i=1

avec Iyy1 = curl(l). B ~
Supposons que f s’annule sur D(Q)Y et notons I; 'extension par zéro de I; sur RY.

V(b € D(RN)Na <Z7 ¢>H(CUFI,RN) = <Z~7 ¢>L2(Q)N + <ZN+1> Curl(¢)>L2(Q)N'

En réorganisant : ~ ~ ~
(1, &) H(curl,ry) = (I, @) + (curl(iny1), ¢) = 0.

D’apres le lemme de du Bois-Reymond, on a [ = —curl(Iy41).
Comme [ € L*(RY), il s’ensuit que In41 € H(curl, RY), puis Iy41 € H(curl, ).
Pour le produit scalaire dans L?(R”), nous avons :

V6 € D(Q), (f,¢) = (Int1,curl(9)) — (curl(in1),¢) = 0.

D’apres le théoreme 2.3, on en déduit que In41 € Ho(curl,©2). Il existe donc une suite () €
DN € D(Q)N qui converge vers Iy 1.
Par continuité de curl et passage a la limite :

Vu € H(curl, ), {(f,u) = (Inys1,curl(u)) — (curl(ix41),u) = 0.

On conclut avec le lemme 3.1.

5 Opérateurs tangentiels

Théoréme 5.1. L’application v, : v — v - 7| pour N =2, ou v, : v— v xn|l’ pour N =3, définie
sur D(Q)N, peut étre étendue par continuité en une application linéaire et continue, toujours notée
Yr, de H(curl; Q) dans B'(T) si N =2, ou B'(T')% si N = 3.

De plus pour v € H(curl;Y), la formule de Green suivante est vérifiée :

Yo € HY(Q)3, (curl v, ) — (v, curl @) = (v.v, Tr())r si N =3
Y € HY(Q), (curl v, ) — (v, curl ) = (v.v, Tr(p))r si N =2

Preuve. On se place dans le cas N = 2. Nous définissons la forme linéaire suivante : Vv € D(2)
L,:B(I) >R

w +— (curl v, Ep(w)) — (v, curl Er(w))

ot Er : B(T) — H'(Q) est la version en 3D de I'opérateur d’extension (extension par com-

posantes).
On note ¢ = Ep(w) € HY(2). Alors, Tr(¢) existe et on a Tr(¢) = w.
On pose alors,

<’VTV7TT(¢)>F = Lv(Tr((b)) Vv € D(Q)N




Ainsi, comme 'opérateur d’extension est continu, et avec I'inégalité

HU”QH(curl,Q) < 2||UH%(1(Q)7

On en déduit que L, est continue, ce qui assure que : v,v € B’ (FL
Montrons maintenant que 7, : v + v - T|p est continue sur D(Q)" :

3V, Tr ()1 < V] geuroy |9l Vo € H'(Q), Vv € DQ)N.

On en déduit :
”’YTV”B/(F) < HV”H(Curl;Q)~

Ce qui implique la continuité de I'opérateur de trace tangentielle sur D(Q)". Puis, par densité

de D(Q)N (si nous avons réussi a le montrer) dans H(curl; ), on peut étendre contintiment cet
opérateur de trace tangentielle.

O
Théoréme 5.2. L’opérateur % défini comme étant
ou
< 5,@ > H' (curl;Q), H(curl;Q) = / rot(v).Vu
T Q
pour u € HY(Q) existe et est continu.
Proof.
[ vot(). vl < \/ [ 1vula ¢ [ rot()ll2 < Clolcunnon
avec C = /[, [[Vull2
Ainsi g—ﬁ € H'(curl; Q) O

6 Conclusion

Au terme de ce semestre, beaucoup de travail reste encore a faire pour obtenir une théorie compléte
des opérateurs de trace normale et tangentielle sur des domaines potentiellement non lipschitziens.
La progression du groupe a notamment été retardée par les grandes difficultés rencontrées lors de la
démonstration du théoreme 2.4. La conclusion de la preuve de ce résultat sera d’ailleurs I'un des
objectifs principaux du groupe au semestre prochain.

L’objectif & terme est d’obtenir une généralisation des résultats présentés par P. Ciarlet dans [3], pour
des domaines a bord possiblement non lipschitzien.
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